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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
El alumno deberá contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los ejercicios 
deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Puede utili-
zar cualquier tipo de calculadora. 
 
 
OPCIÓN A 
 
 
1º) Dada la función ���� = ���	 � + � + �� + �, �, � ∈ �: 
 �� Determina los parámetros �, � ∈ � sabiendo que la gráfica de ���� pasa por el punto ��0, 2� y que en dicho punto tiene un extremo relativo. 
 �� Para los valores de los parámetros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es 
un máximo o un mínimo. 

---------- ��  
Por pasar por ��0, 2�: ��0� = 2 ⇒ �� + 0 + 0 + � = 2;   1 + � = 2 ⇒ � = 1. 
 ����� = cos � · ���	 � + 2� + �. 
 
Por tener un extremo relativo en ��0, 2�: ���0� = 0. 
 ���0� = 0 ⇒ cos 0 · ���	 � + 0 + � = 0;   1 · 1 + � = 0 ⇒  � = −1. 

 ��  
 La función resulta: ���� = ���	 � + � − � + 1. 
 ����� = cos � · ���	 � + 2� − 1. 
 
 ������ = − �! � · ���	 � + cos � · cos � · ���	 � + 2. 
 
 ����0� = − �! 0 · ���	 � + cos 0 · ���	 � + 2 = 0 + 1 + 2 = 3 > 0. 
 



 

 

$� �%!&'ó! ���� )'�!� %! *í!'*, -�.�)'/, �! �. 0%!), ��0, 2�. 

 
********** 

  



 

 

2º) Dada la función 1��� = 22� + 4    ' − 2 ≤ � < 0�2� − 2�   '  0 ≤ � ≤ 1: 

 �� Esboza la región encerrada entra la gráfica de 1��� y el eje de abscisas. 
 �� Calcula el área de la región anterior. 
 

---------- ��  
 Siendo la recta - ≡ 7 = 2� + 4, dos de sus puntos son 8�−2, 0� y 9�0, 4�. 
 
 Considerando la función  1��� = �2� − 2� = 4� − 8� + 4, que es una pará-
bola convexa �∪� cuyo vértice es el siguiente: 
 
 1���� = 8� − 8 = 0 → � = 1 → =�1, 0�. 
 
 Dos puntos de 1��� son 9�0, 4� y >�2, 4�. 
 
 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la indicada en la 
figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��  

 ? = @ �2� + 4� · A��B + @ �2� − 2�C� · A� = D + D.     (*) 
 

 D = @ �2� + 4� · A��B = E�F + 4�GB
� = H� + 4�IB� = 

 = 0 − H�−2� + 4 · �−2�I = −�4 − 8� = −�−4� = J KL. 
 M = @ �2� − 2�C� · A� ⇒ 22� − 2 = )A� = NFOP Q � = 1 → ) = 0� = 0 → ) = −2R ⇒ @ )�B · C · A) =  

 = C · EPST GB
� = C · E0 − �B�ST G = C · UT = JV  KL. 
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 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N: 
 

 ? = 4 + WT = CXT . ? = 163  %. 
 

********** 
  



 

 

3º) �� Despeja X en la ecuación matricial [ · 8 + 9 = [, donde A, B y X son matrices 
cuadradas de orden 3. 
 

�� Calcula X, siendo 8 = \0 0 01 0 02 1 0] y 9 = \ 0 3 −2−1 4 01 2 1 ]. 

 
---------- ��  [ · 8 + 9 = [;   9 = [ − [ · 8 = [ · ^ − [ · 8 = [ · �^ − 8� = [ · D. 

 
Multiplicando los dos términos por la izquierda por la inversa de D = ^ − 8: 
 9 · DBC = [ · D · DBC = [ · ^  ⇒   [ = 9 · �^ − 8�BC. 

 ��  

 D = ^ − 8 = \1 0 00 1 00 0 1] − \0 0 01 0 02 1 0] = \ 1 0 0−1 1 0−2 −1 1]. 

 �D|^� = \ 1 0 0−1 1 0−2 −1 1`1 0 00 1 00 0 1] ⇒ 2 a → a + aCaT → aT + 2aCR ⇒  

 

⇒ \1 0 00 1 00 −1 1`1 0 01 1 02 0 1] ⇒ baT → aT + ac ⇒ \1 0 00 1 00 0 1`1 0 01 1 03 1 1] ⇒  

 

⇒ dBe = \e f fe e fV e e]. 

 

[ = 9 · DBC = \ 0 3 −2−1 4 01 2 1 ] · \1 0 01 1 03 1 1] = \−3 1 −23 4 06 3 1 ]. 

 

[ = \−3 1 −23 4 06 3 1 ]. 

 
********** 

 
  



 

 

4º) �� Calcula la distancia del punto ��−1, 2, 0� a la recta - ≡ 2−� + 7 + 2g = 07 + g = 1            . 

 �� Calcula el punto simétrico de P respecto de r. 
 

---------- ��  
La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que 

el área del paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.  
 
 La expresión de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:  
 - ≡ 2−� + 7 + 2g = 07 + g = 1            ⇒ g = h;  7 = 1 − h;   � = 7 + 2g = 1 − h + 2h = 

 

= 1 + h = � ⇒  - ≡ i� = 1 + h7 = 1 − hg = h        . 
 

Un punto y un vector de r son j�1, 1, 0� 7 /klllm = �1, −1, 1�. 
 j�lllllm = H� − jI = H�−1, 2, 0� − �1, 1, 0�I = �−2, 1, 0�.      
 

 Para una mejor comprensión del proceso se hace un dibujo de la situación. 
 ? = n/klllm ∧ j�lllllmn? = |/klllm| · ℎ q ⇒ n/klllm ∧ j�lllllmn = |/klllm| · ℎ ⇒ 

 ⇒  r = s�t, u� = nvullllm∧wtllllllmn|vullllm| . 

 
Aplicando la fórmula al punto P y a la recta r: 
 

 A��, -� = nxyllllm∧z{lllllmn|xyllllm| = | } ~ �B C �C BC C|
�CF��BC�F�CF = |}��B��~|√C�C�C = |}�~��|√T = √CF�F�CF√T = 

 = √C�W�C√T = √X√T = √2 % = A��, -�. 

 
 
 Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente: 
 
 El haz de planos ⊥ a r tiene por ecuación: � ≡ � − 7 + g + � = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz �, el plano � que contiene al punto ��−1, 2, 0� 
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es el que satisface su ecuación: 
 

 
� ≡ � − 7 + g + � = 0                       ��−1, 2, 0�R ⇒ −1 − 2 + 0 + � = 0; −3 + � = 0 → � = V ⇒ 

 ⇒  � ≡ � − � + � + V = f. 
 
 El punto T, intersección de la recta r con el plano � es la solución del sistema 
que forman: 
 � ≡ � − 7 + g + 3 = 0  - ≡ 2−� + 7 + 2g = 07 + g = 1            �     � − 7 + g = −3−� + 7 + 2g = 0             7 + g = 1� ⇒ 3g = −3 ⇒ g = −1;  
 7 = 1 − g = 1 + 1;  7 = 2;  � − 7 + g = −3;   � − 2 − 1 = −3 ⇒ � = 0. 
 
 El punto de corte es ��0, 2, −1�. 
 
 La distancia pedida del punto P a la recta r es equivalente 
a la distancia entre los puntos P y T, o sea el módulo de n��lllllmn: 
  

        A��, -� = n��lllllmn = ��−1 − 0� + �2 − 2� + �0 + 1� =   
 = ��−1� + 0 + 1 = √2. 
 

         A��, -� = √2 %!'A�A� . 
 ��  
 Utilizando parte del apartado anterior se puede obtener el punto �� simétrico de 

P con respecto a r de la forma siguiente: 
 

 Tiene que cumplirse que ��lllllm = ��′llllllm: H� − �I = H�� − �I; 
 H�0, 2, −1� − �−1, 2, 0�I = H��, 7, g� − �0, 2, −1�I;  
 

�1, 0, −1� = ��, 7 − 2, g + 1� ⇒ i� = 1                               7 − 2 = 0 → 7 = 2     g + 1 = −1 → g = −2� ⇒ 

 
       ⇒  �′�1, 2, −2�. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 
1º) Calcula el dominio y las asíntotas de las siguientes funciones: 
 ���� = √�B��B ,  1��� = �S�FBW��W. 

 
---------- 

 

 Para el dominio de ���� = √�B��B  debe tenerse en cuenta que no existe la raíz 

cuadrada de números negativos y que la función no existe para los valores de x que 
anulan el denominador, siendo distinto de cero el numerador. 
 
 Como quiera que para x = 2 la función resulta indeterminada, se debe redefinir 
la función para x = 2 con objeto de resolver la indeterminación. 
 

 lim�→ ���� = lim�→ √�B��B = √WBB = �� ⇒ ^!A�). ⇒  lim�→ �√�B���√������B��√���� = 

 = lim�→ �B�F��B��√���� = lim�→ B���B���B��√���� = lim�→ B�√��� = B� = − C.  

 

 La función ���� puede redefinirse como: ���� = �√�B��B   '   � ≠ 2− C    '   � = 2  . 
 
 El dominio de ���� es el siguiente: ���� ⇒ H0, +∞�. 

 
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
 
Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la función toma valores 
finitos, es decir, es el límite cuando � → ∞ de la función. 
 

 7 = � = lim�→� ���� = lim�→� √�B��B = −1 ⇒  8 í!),)� ℎ,-'g,!)�.: 7 = −1. 

 
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador. 
 $� �%!&'ó! !, )'�!� � í!),)�  /�-)'&�.� . 

 
Oblicuas: Son de la forma 7 = *� + !, siendo: 
 * = lim�→� �����   y  ! = lim�→�H���� − *�I, con m finito y * ≠ 0. 

 

 * = lim�→� ����� = lim�→� ���� = lim�→� C�� = C� = 0. 



 

 

$� �%!&'ó! !, )'�!� � í!),)�  ,�.'&%� . 

 
(Además, las asíntotas oblicuas son incompatibles con las horizontales) 

 
 El dominio de una función racional es R, excepto los valores reales que anulan 

el denominador. El dominio de  1��� = �S�FBW��W es el siguiente: 

 
 � − 4� + 4 = 0;  �� − 2� = 0 ⇒ � = L. 
 ��1� ⇒ � − b2c. 
 
 Las asíntotas de 1��� son las siguientes: 
 
Horizontales:  
 

 7 = � = lim�→� 1��� = lim�→� �S�FBW��W = ∞ ⇒  M, )'�!�  í!),)�  ℎ,-'g,!)�.� . 

 
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador. 
 8 í!),)� /�-)'&�.: � = 2. 
 
Oblicuas: Son de la forma 7 = *� + !, siendo: 
 * = lim�→� �����   y  ! = lim�→�H���� − *�I, con m finito y * ≠ 0. 

 

 * = lim�→� ����� = lim�→� �S���FBW��W� = lim�→� �S�SBW�F�W� = e. 

 

 ! = lim�→�H1��� − *�I = lim�→� � �S�FBW��W − 1 · �  = lim�→� �SB�S�W�FBW��FBW��W = J. 

 8 í!),)� ,�.'&%�: 7 = � + 4. 

 
********** 

 
  



 

 

2º) Dada la función ���� = �� + 1� · ��, se pide: 
 �� Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexión de f(x). 
 �� Encuentra una primitiva de la función f(x) que pase por el origen de coordenadas. 

---------- ��  
 Una función es cóncava �∩� o convexa �∪� cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente. 
 
 ����� = 1 · �� + �� + 1� · 2 · �� = ���1 + 2� + 2� = ���2� + 3�. 
 
 ������ = 2 · �� · �2� + 3� + �� · 2 = 2���2� + 3 + 1� = 4���� + 2�. 
 
 ������ = 0 ⇒  4���� + 2� = 0 ⇒ � = −L. 
 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es R, los periodos de concavi-
dad y convexidad son los siguientes: 
 >,!&�/'A�A �∩� ⇒ ������ < 0 ⇒ � ∈ �−∞, −2�. 

 >,!/��'A�A �∪� ⇒ ������ > 0 ⇒ � ∈ �−2, +∞�. 

 
 Una función tiene un punto de inflexión para los valores de x que anulan la 2ª 
derivada, siendo distinto de cero la 3ª derivada para los valores que anulan la segunda. 
 
 ������ = 0 ⇒  � = −2 ⇒  �����−2� ≠ 0 ⇒  t. ¢. £¤u¤ � = −L. 
 ��−2� = �−2 + 1� · �BW = BC�¥   ⇒   �. ^. ⇒ 8 �−2, − C�¥ . 

 ��  

 a��� = @�� + 1� · �� · A� ⇒ 2 � + 1 = % → A% = A��� · A� = A/ → / = NF·�F¦R  ⇒ 

 ⇒ �� + 1� · C · �� − @ C · �� · A� = C �� + 1��� − CW �� = CW ���2� + 2 − 1� ⇒  

 ⇒ §��� = eJ ¨L��L� + e�. 

 a�0� = 0 ⇒ CW ���0 + 1� = CW ⇒ a��� = CW ���2� + 1� − CW. 

 a��� = CW H���2� + 1� − 1I. 
 

********** 



 

 

3º) He pensado un número de tres cifras tal que la cifra de las decenas es la media 
aritmética de las otras dos. Además, si dicho número se le resta el que resulta de in-
vertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198. Por último, las tres cifras de mi nú-
mero suman 12. 

 �� Plantea un sistema de ecuaciones lineales que recoja la información anterior y cla-
sifícalo. Para ello, puede ser útil observar que el número cuya cifra de las centenas es 
x, la de las decenas y, y la de las unidades z, puede expresarse 100� + 107 + g. 
 �� Determina, si el problema tiene solución, el número de tres cifras que he pensado. 
 

---------- ��  
 Sea el número ��7g� (no como producto). 
 
 Del enunciado del ejercicio se deduce el siguiente sistema de ecuaciones: 
 7 = � + g2                       ��7g� − �g7�� = 198� + 7 + g = 12            ª  27 = � + g                                                              100� + 107 + g − �100g + 107 + �� = 198� + 7 + g = 12                                                      � 
 � − 27 + g = 0                                                  100� + 107 + g − 100g − 107 − � = 198� + 7 + g = 12                                                   �     � − 27 + g = 0    99� − 99g = 198� + 7 + g = 12   �  
 

 Finalmente, el sistema resultante es:  
� − 27 + g = 0          � − g = 2� + 7 + g = 12�. 

 ��  

 
� − 27 + g = 0          � − g = 2� + 7 + g = 12� → g = � − 2 ⇒ � − 27 + �� − 2� = 0� + 7 + �� − 2� = 12R   2� − 27 = 22� + 7 = 14R 

 � − 7 = 12� + 7 = 14R ⇒ 3� = 15;   � = ¬;   g = 5 − 2;   � = V;   5 + 7 + 3 = 12;   � = J. 

 . !ú*�-, 0�! �A, �  �. 543. 

 
********** 

  



 

 

4º) Dados los puntos 8�1, h + 1, −1�, 9�2, h, 0� y >�h + 2, 0, 1�, se pide: 
 �� Estudia si existe algún valor del parámetro h ∈ � para que A, B y C estén alineados. 
 �� Para h = −1, da la ecuación implícita del plano π que contiene a los puntos A, B y 
C. 

---------- ��  
 Los puntos 8�1, h + 1, −1�, 9�2, h, 0� y >�h + 2, 0, 1� determinan los vectores: 
 
 89lllllm = H9 − 8I = H�2, h, 0� − �1, h + 1, −1�I = �1, −1, 1�. 
 
 8>lllllm = H> − 8I = H�h + 2, 0, 1� − �1, h + 1, −1�I = �h + 1, −h − 1, 2�. 
 
 Los puntos A, B y C estarán alineados cuando los vectores 89lllllm y 8>lllllm sean lineal-
mente dependientes, o sea, cuando sus componentes sean proporcionales: 
 

 
¯�CC = B¯BCBC = C  ⇒ h + 1 = 2 ⇒ h = 1. 

 $,  0%!),  8, 9 7 > � )á! �.'!��A,  0�-� h = 1. 

 ��   
Para h = −1 los puntos son 8�1, 0, −1�, 9�2, −1, 0� y >�1, 0, 1�, que determi-

nan los vectores 89lllllm = �1, −1, 1� y 8>lllllm = �0, 0, 2�. 
 
La ecuación implícita del plano π que contiene a los puntos A, B y C es: 
 

��8; 89lllllm, 8>lllllm� ≡ `� − 1 7 g + 11 −1 10 0 2 ` = 0; −2�� − 1� − 27 = 0;  
 �� − 1� + 7 = 0. � ≡ � + 7 − 1 = 0. 

 
********** 

 


